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Resumen

Las caracteristicas de los Algoritmos Genéticos parecen ser muy apropiadas para
poder abordar problemas de resolucién compleja y problemética como son las Arboles
de Steiner. Al introducir algunas heuristicas se pueden mejorar atin mas esas propiedades.

Palabras Clave: arbol de Steiner, puntos de Steiner, algoritmos genéticos, epistasis.

1 Introduccion

El problema de los drboles de Steiner (ASt) en el plano Euclideo ha llamado la atencién de la
comunidad cientifica de diferentes areas, originando una cantidad apreciable de informacién
sobre el tema [1] [2].

Su reputacién tiene origen en la facilidad con que se puede plantear y comprender,
aunque, desde luego, su resolucién no tenga las mismas caracteristicas, ya que en [3] se
demuestra que el problema de los ASt es NP-duro, luego no tiene un tratamiento en tiempo
polinomial y ademas posee un consumo muy elevado de procesamiento. Esencialmente es
un problema de optimizaciéon combinatoria que suele producir muchas respuestas éptimas
para un determinado ntimero de puntos iniciales.

De una forma simple uno se puede plantear el problema de la siguiente forma: considérese
la existencia de unos cuantos puntos que es necesario conectar de tal forma que se obtenga
la menor distancia total aunque para tal fin sea necesario afiadir mas puntos a los iniciales.
Estos puntos auxiliares reciben el nombre de puntos de Steiner (Stp) y el resultado final
obtenido serd un drbol de Steiner para ese problema, [4] [5] (ver Figura 1).

De una forma muy general se pueden dividir las investigaciones hechas sobre el tema, en
dos grandes grupos: por una parte estan las que usan métodos o heuristicas deterministicas,
como [6] [7] [8] [9] [10] [11]. Estos métodos, suelen presentar limitaciones y sobre todo se
dedican a configuraciones muy especiales de puntos o a casos muy particulares del problema
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Figura 1: Obtencién de un drbol de Steiner.

general de los ASt. Si se trata de resolver situaciones mas generales, se han disenado algo-
ritmos de cdlculo aproximado como aquellos que incluyen procesos aleatorios evolutivos, [12]
[13] [14]. En [12] es senalado que los algoritmos genéticos (AGs) “puros”también presen-
tan una convergencia extremadamente lenta, con lo cual es necesario la inclusiéon de ciertas
heuristicas que hagan que mejoren su convergencia.

En éste trabajo se utilizan técnicas del segundo grupo, mas precisamente el procesamiento
evolutivo garantizado por la aplicacién de AGs; en dichos algoritmos, se ha incluido cierta
heuristica, que mejora la convergencia del algoritmo y que resuelve algunos de los problemas
que implementaciones anteriores presentaban. En cualquier caso, quisiéramos senalar que
nuestro trabajo ain se encuentra en una fase inicial, aunque ya podemos presentar algunos
resultados concretos.

En la siguiente seccién senialaremos los principales problemas observados hasta el momen-
to en la implementacién de algoritmos genéticos para la resolucién de ASt y las soluciones
que proponemos para dichos problemas. Tras una seccién dedicada a mostrar algunos de
los resultados obtenidos hasta la fecha, terminaremos senalando las posibles lineas de con-
tinuacién.

2 Caracteristica del problema

El procesamiento evolutivo es caracterizado por la utilizacién de principios y métodos na-
turales en sistemas que representan potenciales soluciones de un problema. Un programa
evolutivo es un algoritmo probabilistico que mantiene un conjunto de respuestas de forma
ciclica, [15].



En particular los algoritmos genéticos, [16], usan una analogia directa con el compor-
tamiento de las especies en la naturaleza, donde prevalece el més fuerte. Utilizando una
representacién adecuada para el problema, y mediante la actuaciéon de unos cuantos oper-
adores “genéticos” (seleccidn, cruce y mutacién) se logra obtener una buena aproximacién
para la respuesta final.

Una primera aproximacién para el problema de los ASt lo proporciona el uso de los “min-
imum spanning trees” (MSpT), que son procesados con la entrada de los puntos iniciales, en
una primera fase. El punto crucial es el calculo de los puntos de Steiner. Dicho célculo trata
de minimizar una cierta funcién coste que no es mas que la longitud del MSpT de una nube
de puntos (la de los puntos originales més los Stp obtenidos) [1] [2]. Es en este punto donde
juegan un papel fundamental los AGs ya que han probado su eficacia para la obtencién de
extremos relativos de funciones cuando los métodos tradicionales del andlisis han fallado.

Sin embargo, como hemos senalado anteriormente, surgen algunas dificultades al aplicar
estos métodos para la resolucién del problema de los ASt. Las soluciones que hemos pro-
puesto para resolver estos problemas son los que caracterizan nuestra aportacion sobre otras,
asi que senalamos aqui estos problemas y pasaremos més adelante a exponer nuestras pro-
puestas:

Codificacién Cada elemento en el sistema que va a evolucionar bajo los AGs, es con
frecuencia designado por cromosoma y posee un conjunto de parametros que identifican
una potencial respuesta. Un cromosoma debera poseer la informacién identificadora
de los puntos de Steiner necesarios para obtener la respuesta final, una vez anadidos a
los terminales o puntos iniciales, que son fijos para cada caso. Esta codificacién debe
poder recoger cualquier posible solucién al problema y uno de los inconvenientes que
anteriores codificaciones utilizadas (basadas en las coordenadas cartesianas de los Stp)
es lo que se ha llamado como epistasis en la literatura [15] [17] [18]. A grosso modo,
la epistasis de una codificacion implica que diversos conjuntos de bites asociados a un
minimo local (pero no global) son arrastrados por el algoritmo impidiendo obtener el
minimo global deseado. Que sepamos, este es el primer trabajo en el que se propone
una solucién para este problema, que veremos en la préxima subseccion, en el caso de
los ASt.

Aceleracidon de la convergencia Como se ha sefialado, si al proceso general se le deja
totalmente libre dentro de un campo aleatorio, la convergencia del algoritmo es ex-
tremadamente lenta. Es por tanto necesario incluir ciertas heuristicas relacionadas
con la geometria concreta del problema y que permitan obtener soluciones validas en
periodos razonables de tiempo.

Fiabilidad de las soluciones En los mecanismos evolutivos existe la posibilidad que el
algoritmo de por buenas soluciones subdptimas distintas de las buscadas. De nuevo
diversas estrategias permiten asegurar que las soluciones obtenidas son las adecuadas.

2.1 Codificacién

Una primera caracteristica que se ha utilizado siempre para la codificacién es que un ASt
para N terminales, posee como méximo N — 2 puntos de Steiner [1].



Una particularidad de los AGs consiste en la iniciacién del conjunto de cromosomas,
designado por poblacién, hecha de una forma totalmente aleatéria. Existe la posibilidad
de que algunos cromosomas se sitien fuera de la envolvente convexa que limita los puntos
iniciales, presentando, de esa forma, una perdida de esfuerzo computacional.

Utilizando la propiedad que la envolvente convexa de los terminales es la misma que
encierra el drbol de Steiner y el siguiente teorema:

Teorema 1 [19] Sean Pi,..., P, puntos de ®%. O conjunto de todas las combinaciones
lineales
$1P1++-rnpn

con0<x; <lyxi+...+2x, =1, es un conjunto convexo.

Se puede limitar la generaciéon de puntos al espacio interior de la envolvente convexa, si cada
punto fuera expresado como una combinacién lineal de los puntos que forman la envolvente
de los puntos iniciales. Ademads, con esta representacién conseguimos eliminar el problema
de la epistasis ya que es probado en [17] que la representacién mediante combinaciones
lineales como la que aqui proponemos elimina al minimo dicho inconveniente.

2.2 Heuristicas de optimizacion

Hemos considerado dos tipos de heuristicas que poseen objetivos distintos: una para acelerar
la convergencia del algoritmo y la otra para aumentar la fiabilidad de la respuesta obtenida,
solucionando asi los dos problemas senialados anteriormente.

2.2.1 Area de supervivencia

La idea principal que se encuentra tras este método consiste en delimitar, para cada punto,
un area minima donde él ejerce su influencia sin oposicién. La eliminacién directa de los
demds puntos que puedan encontrarse en dicha regién de supervivencia de un cromosoma
se justifica técnicamente porque dos puntos de Steiner muy “proximos”no aportan beneficio
directo en el contexto global del ASt.

El concepto que queda por fijar es la cuantificaciéon de muy “préximos”’que en nuestro
caso ha sido calculado de acuerdo con el area ocupada por los puntos iniciales, la poblacion
y la distribucién que tengan los cromosomas dentro del espacio de biisqueda.

2.2.2 Rectificacién de los pre-arboles de Steiner

Una vez obtenido un ASt previo, se repasan los puntos de Steiner obtenidos y se analizan
sus valencias. El teorema fundamental que se utiliza en este paso es:



Teorema 2 [1]
1. En un drbol de Steiner dos lados no podrdn hallarse con un dngulo inferior a 120°.

2. Un drbol de Steiner no posee cruce de aristas.
3. Cada punto de Steiner en un ASt tiene exactamente grado tres

La heuristica desarrollada es compuesta por las siguientes fases:

e Los vértices que presentan valencia uno, son eliminados.
e Aquellos con valencia dos, también son eliminados, y sus dos vecinos son unidos me-

diante una nueva arista (Figura 2).
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Figura 2: Elininacién de un vértice de grado dos.

e En el caso de vértices de valencia tres, el punto es sustituido por uno que presente
las caracteristicas senaladas en anterior teorema por la técnica geométrica directa de

Torricelli (Figura 3).

Figura 3: Método de Torricelli.

Es de senalar que aunque se han presentado anteriormente heuristicas que conseguian los
mismos resultados que la nuestra [12], la aqui descrita es la primera que utiliza métodos

directos y por tanto computables en tiempo constante y no iterativos.



3 Modelo computacional y resultados obtenidos

Utilizando librerias especializadas [20] [21] se ha desarrollado un modelo (cGa) para permitir
el estudio del comportamiento de los AGs frente a un problema como éste y al mismo tiempo
utilizar distintas heuristicas senaladas y otras posibles futuras para acelerar su tarea de
optimizacién y aumentar su precision en la respuesta final. En el esquema representado

Parametros (cGa) Arbol de Steiner
_—
Problema (pts) Datos Estatisticos

Figura 4: Esquema general de funcionamento del cGa.

en la Figura 4 se puede apreciar la forma de funcionamiento del modelo. El cGa ha sido
desarrollado en Linux y el ejecutable ha sido obtenido con librerias C++ de GNU.

Para las pruebas realizadas se han utilizado mallas regulares de puntos, ya que sus
drboles de Steiner son conocidos [22]. Ademds se ha de senalar que dichos conjuntos de
puntos presentan muchas posibles soluciones 6ptimas, con lo cual se puede comprobar la
robustez de los métodos propuestos.

En la Tabla 1 se restimen los valores obtenidos de la ejecuciéon del modelo computacional
en un ordenador Pentium Pro (200Mhz), teniento como entrada, mallas de puntos de 3 x
4, 3x5,3x6y4x4. Se hicierén 50 ejecuciones del modelo con cada tipo de malla,

Tipo |MSpT| |ASt| Generaciongy, Tiempogy | ASt opt

3x4 22 20.3922 593 61.9seg 20.4027
3x5 28 25.8563 1169 173.5seg 25.8768
4x4 30 27.3204 2145 242.1seg 27.6386
3x6 34 31.3204 2200 453.6seg 31.3710

Tabla 1: Tabla de resultados.

utilizdndose una poblacién con 80 cromosomas con tasas de cruzamiento y mutacién de 0.80
y 0.05, respectivamente. El ntimero de generaciones utilizadas fue distinto, 2000 para los
dos primeros casos y 3000 para los otros dos.

Las columnas |M SpT| y |ASt| informan los valores referenciales de los “minimum span-
ning tree” y los drboles de Steiner para cada malla permitindo una facil comparacion con el
valor médio calculado por el modelo en cada caso, como esté referido en la tltima columna
de la tabla.

Se han utilizado un excesivo nimero de generaciones para garantizar que el algoritmo
evolucione hasta obtener un resultado suficientemente estable. Las columnas Generacionpi
y T'iempo,,: indican el niimero de generaciones necesarias para obtener el éptimo de la
ejecucién y el tiempo tardado, considerando un promedio de 50 ejecuciones.



Las Figuras 5 y 6 presentan graficos de ejecuciones tipicas de los AGs, teniendo en cuenta
el nimero de generaciones utilizado en los casos presentados.
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Figura 5: Ejecucién del cGa en los casos de 3 x4y 3 x 5.

4 Conclusiones

El modelo aqui presentado, parece prometedor y nos permite suponer que la continuacién del
trabajo en la misma linea que la actual puede llevar a conseguir métodos computacionales
préacticos para encontrar drboles de Steiner en situaciones totalmente generales con gran
numero de puntos iniciales. Ademads por la propia naturaleza de los algoritmos genéticos,

el método aqui presentado puede ser paralelizado muy eficazmente, consiguiéndose asi una
respuesta en tiempo mas breve.

Tendremos que seguir aplicando test para la comprobacién de nuestro algoritmo. Ampliar

el nimero inicial de puntos y cambiar su disposicién en el plano pueden ser pasos inmediatos
para el modelo.

Creemos que seria interesante continuar mediante:

e Regularizacién de mallas.
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Figura 6: Ejecucién del cGa en los casos de 3 x 6 y 4 x 4.
e Control de la topologia del ASt final.

e Generacién de “quasi-ASt”.

e Generaciéon de ASt incompletos.

Anélisis estadistico de las salidas obtenidas en funcién de la poblacién inicial.
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