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Área Departamental de F́ısica
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Resumo

Os diferentes Modelos de Propagação de sinais acústicos no meio
oceânico têm sido amplamente utilizados desde o ińıcio da decada
dos 70, com o objectivo fundamental de predezir uma série de as-
pectos, tanto teóricos como práticos, do problema de propagação
nos mais variados cenários e condições. A principal diferença en-
tre modelos encontra–se relacionada com o tipo de aproximação
utilizada para resolver a Equação de Helmholtz, embora os fac-
tores particulares de implementação joguem igualmente uma de-
terminada importância. Este trabalho constitui uma śıntese dos
aspectos mais fundamentais da Teoria Acústica Submarina e das
bases teóricas dos Modelos de Propagação (Caṕıtulos 2 e 3 re-
spectivamente), assim como uma análise da precisão dos resulta-
dos fornecidos por cada modelo, quando confrontados com os re-
sultados da solução anaĺıtica dum problema espećıfico de propa-
gação (Caṕıtulo 4). As conclusões, expostas no último caṕıtulo,
descrevem detalhadamente diferentes aspectos da aplicação de ca-
da modelo: o NMM KRAKEN, que permite obter uma represen-
tação precisa do campo acústico em termos da solução modal; o
PE FEPE e a sua dependência dos parâmetros de discretização do
meio e das condições iniciais (os starters); a representação do cam-
po acústico usada pelo FFP SAFARI e que permite uma descrição
completa da perturbação dada, essencialmente na proximidade da
fonte; e o RTM BELLHOP com a sua representação direccional da
pressão acústica. Estas conclusões podem servir de guia para opti-
mizar a escolha dum dado Modelo de Propagação, de acordo com
as caracteŕısticas espećıficas do problema a ser analisado.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma das propriedades mais importantes dos oceanos reside na sua alta sensibilidade à propa-

gação de sinais acústicos com frequências compreendidas entre 1 Hz e 20 kHz [1] que, a

diferença de todos os tipos de radiação electromagnética, permitem reunir uma quantidade

significativa de informação a grande e pequena escala sobre o meio marinho. O som tem sido

extensivamente usado na detecção activa e passiva de barcos e submarinos [2, 3], estudos

śısmicos [4] imagens de alta resolução [5], comunicações [6] e tomografia acústica [7, 8, 9].

As transmissões de sinais acústicos de baixa frequência [10] têm vindo a ser propostas como

meio de vigilância das mudanças globais de temperatura [11], enquanto que o som gerado

de maneira espontânea pelo meio marinho poderia ser de grande utilidade na previsão das

mudanças climatéricas, incluindo a frequência das chuvas sobre o oceano [12]. No ińıcio da

década de 70 as grandes capacidades de cálculo, proporcionadas pelo progresso da técnica

computacional, deu ińıcio ao desenvolvimento de modelos numéricos, em particular aplicados

ao estudo da propagação acústica no oceano. Os modelos acústicos submarinos têm como ob-

jectivo fundamental simular, numa grande variedade de casos, a propagação da onda acústica,

possibilitando assim a predição das caracteŕısticas mais importantes deste fenómeno. Inde-

pendentemente do êxito atingido no desenvolvimento dos modelos de propagação do som
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no meio marinho [13], não podemos deixar de constatar uma série de limitações inerentes a

esses mesmos modelos. Essas limitações tanto podem ter a ver com a descrição do meio em

questão (escala local ou global, variação da profundidade com a distância, meios de 2 ou 3

dimensões) como com a descrição da dispersão, a qual pode ser originada por variadas razões

(irregularidades na superf́ıcie do mar ou do leito marinho, a presença na água de substâncias

de origem natural ou artificial, etc.). Igualmente dif́ıceis de inserir são os problemas de ruido

ambiente [1] (o som originado pela turbulência oceânica, navios, vento, ondas, actividade

de microorganismos, etc.) e reverberação [14] (os ecos relacionados com a dispersão do som

nas heterogeneidades do meio). Em casos espećıficos a resolução anaĺıtica da equação de

onda [15] possui a vantagem de descrever de um modo exacto o fenómeno de propagação,

podendo servir como padrão de comparação para avaliar a precisão dos resultados do modelo

numérico.

Este trabalho pretende não só agrupar aquilo que podem ser considerados os aspectos

teóricos mais relevantes da Acústica Submarina, em conjunto com os modelos mais conheci-

dos de propagação, como também proceder a uma comparação detalhada das predições dos

modelos, usando como padrão comparativo uma solução anaĺıtica dum caso particular de

propagação. A teoria e os modelos serão comentados nos Caṕıtulos 2 e 3, a solução anaĺıtica e

as comparações encontram–se no Caṕıtulo 4. Finalmente no Caṕıtulo 5 chegamos a algumas

conclusões a partir dos resultados obtidos no Caṕıtulo anterior. Os apêndices inseridos na

parte final têm como objectivo esclarecer alguns detalhes sobre funções especiais e métodos

numéricos usados em alguns dos modelos. Embora a informação contida nestes apêndices

possa ser encontrada com relativa facilidade nos manuais de Métodos Numéricos e Métodos

da F́ısica Matemática, a sua inclusão neste trabalho permite obter uma visão mais comple-
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ta, não só dos aspectos formais do problema, mas também dos aspectos práticos, e mais

concretamente da resolução das equações que são obtidas no contexto da solução aplicada.
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Caṕıtulo 2

Noções Fundamentais da Teoria
Acústica Submarina

Todo e qualquer problema f́ısico necessita, para um seu estudo apropriado, duma série de

premissas de carácter f́ısico e matemático: os assim chamados fundamentos da teoria. Dedi-

caremos este Caṕıtulo à exposição ordenada dos aspectos básicos mais importantes do prob-

lema de propagação, de modo a facilitar a exposição posterior sobre os modelos mais usados

na simulação da propagação acústica no oceano.

2.1 A Equação de Onda

O problema f́ısico em estudo consiste em obter a resposta do meio oceânico à presença duma

fonte isotrópica pontual de amplitude unidade, resposta essa que deverá obedecer à equação

de onda (abreviadamente EO) [16]:

ρ∇ ·
(

1

ρ
∇P

)
− 1

c2

∂2P

∂t2
= −s(t)δ(z − zs)

δ(r)

2πr
. (2.1)

Os diferentes parâmetros envolvidos na EO são:
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P – Pressão acústica,
z, r, θ – profundidade dirigida da superf́ıcie para o fundo,

distância horizontal e azimut,
t – tempo,
s(t) – função que caracteriza a fonte isotrópica,
zs – profundidade da fonte,
rho = ρ(z) – densidade do meio,
c = c(r, z, θ) – velocidade de propagação do som (ou perfil de veloci-

dade),

e

∇ = ur
∂

∂r
+ uθ

1

r

∂

∂θ
+ uz

∂

∂z
, (2.2)

corresponde ao operador vectorial nabla em coordenadas ciĺındricas.

Para um sinal harmónico de frequência ω podemos considerar

s(t) = e−iωt , (2.3)

logo a solução da EO pode ser representada na forma

P (r, z, θ, t) = p(r, z, θ)e−iωt , (2.4)

e substituindo em Eq.(2.1) obteriamos:

ρ∇ ·
(

1

ρ
∇p

)
+
ω2

c2
p = δ(z − zs)

δ(r)

2πr
. (2.5)

Esta equação é denominada por equação de onda reduzida ou, mais comummente, equação

de Helmholtz (EH). Desprezando a dependência de θ podemos obter a equação:

1

r

∂

∂r

(
r
∂p

∂r

)
+ ρ

∂

∂z

(
1

ρ

∂p

∂z

)
+
ω2

c2
p = δ(z − zs)

δ(r)

2πr
, (2.6)

que constitui o ponto de partida dos modelos de propagação a 2 dimensões. Conjuntamente

com a EH devemos considerar ainda outros elementos do problema de acústica submarina,

seguidamente expostos.
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2.2 A Velocidade de propagação

A medição directa de c(r, z) na coluna de água pode ser realizada com a ajuda de ve-

loćımetros, os quais fornecem informação com uma margem de erro até 0,3 m/s. Alterna-

tivamente pode–se medir a temperatura e a salinidade da água para diferentes valores da

profundidade. Os valores obtidos permitem reconstruir o perfil de velocidade, com ajuda de

fórmulas emṕıricas, como por exemplo a fórmula de Mackenzie [2]:

c = 1448.96 + 4.591T − 5.304× 10−2T 2 + 2.374× 10−4T 3 + 1.340(S − 35)

+1.630× 102D + 1.675× 10−7D2 (2.7)

−1.025× 10−2T (S − 35)− 7.139× 10−13TD3 ,

onde S, T e D são os valores de salinidade ( em permilagem ), temperatura ( dada em

graus Celsius ) e profundidade em metros. A grande variedade de perfis de velocidade c(z)

observados ( ver fig. 2.1 e 2.2 ) é consequência das diferentes combinações de S, T e D.

Como mostram os dados experimentais, as variações radiais de c costumam ser mais fracas

do que as variações verticais em profundidade, o que em muitos casos simplifica enormemente

a teoria. Isto permite aproximar anaĺıticamente, e com grande precisão, alguns dos perfis de

velocidade como funções de z. Um exemplo é o perfil de Munk ( ou perfil de águas profundas,

i.e. meios em que D > 200m ) [13]:

c(z) = c1 [1 + ε (η + eη − 1)] , (2.8)

onde ε = 7.4 × 10−3, η = 2(z − z1)/B, B = 1,3 km, c1 é um parâmetro de referência e z1

corresponde à profundidade onde tem lugar o mı́nimo de c(z). A presença dum ou vários

mı́nimos pode ter como consequência a formação de canais de propagação (os chamados
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Figura 2.1: Perfis de velocidade na área das Bermudas (Ref. [1] ).

Figura 2.2: Perfis de velocidade na área do Atlântico Norte (Ref. [1] ).

SOFAR channels) [13], ou seja, de zonas da coluna de água onde a propagação do sinal

acústico é mais favorecida.

As medições de c no fundo marinho podem ser realizadas com ajuda de amostras obtidas

no lugar de interesse, como mostra a figura 2.2. Nela pode–se ver a estructura do sedimento,

a sua densidade e velocidade de propagação. As zonas em negro correspondem a uma mistura

de materiais orgânicos (limo) e argila, enquanto que as zonas granuladas representam areia.

Pelo tipo de estructura observada pode–se intuir qual será o factor predominante de dispersão

em cada amostra: a presença das várias interfaces em B3 contra as variações não homogéneas

de densidade e de c(z) ao longo de toda a camada principal em P40. Como mostrado pela

simulação numérica [18,19], a existência dum ńıvel sedimentário de separação entre a coluna

de água e o fundo marinho pode ser de importância decisiva no regime de propagação.
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Figura 2.3: Amostras do sedimento marinho da báıa de Monterey, Califórnia (Ref. [17] ).

No leito rochoso, pode ter lugar a propagação de ondas de dois tipos [1, 17]: compres-

sionais e laminares com velocidades cp e cs respectivamente. Do ponto de vista f́ısico estas

ondas distinguem–se pelo tipo de oscilações do meio: longitudinais no sentido de propagação

na primeira; transversais na segunda. Pode demonstrar-se que cs < cp
√

3/4.

Os parâmetros de atenuação das ondas compressionais e laminares dependem das pro-

priedades f́ısicas e geólogicas da camada rochosa (ou do sedimento) e precisam de ser deter-

minados por via experimental.

2.3 Condições f́ısicas

• Condições de Fronteira ( CF ): As condições de fronteira costumam classificar-se se-

gundo a interface que divide os meios em contacto:

1. Gás-Ĺıquido: Fronteira livre de pressão ( CF de Dirichlet ):

p(0, r) = 0 . (2.9)
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2. Ĺıquido-Sólido não elástico: Fronteira perfeitamente ŕıgida (CF de Neumann):

∂p

∂z
(D) = 0 . (2.10)

3. Ĺıquido-Ĺıquido ou Ĺıquido-Sólido elástico: Condições Acústicas (CF de Robin):

p1(D, r) = p2(D, r)
1
ρ1

∂p1

∂z
(D) = 1

ρ2

∂p2

∂z
(D)

. (2.11)

• Condição de Radiação (CR):

p(z, r →∞) ∼ e−ikr . (2.12)

O sentido f́ısico da CR é evidente por si próprio, mas é indispensável sublinhar um seu

aspecto particular: num meio em que a profundidade z diminui com a distância r, pode

existir reflexão da onda acústica em sentido contrário ao sentido original de propagação.

Essa reflexão não é tomada em conta na CR.

2.4 As perdas de transmissão

Uma vez determinada p(r, z) calculam-se as perdas de transmissão:

TL(r, z) = −20 log10

∣∣∣∣∣p(r, z)p0

∣∣∣∣∣ , (2.13)

em que p0 é um factor de normalização e representa a pressão acústica a 1 metro de distância

da fonte. Usualmente considera-se o valor

p0 =
1

4π
. (2.14)

2.5 Atenuação

Para o cálculo das perdas por absorção na coluna de água podemos usar a fórmula de

atenuação [ 16 ]:

α =
40f 2

4100 + f 2
+

0, 1f 2

1 + f 2
, (2.15)
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em que f é dado em kHz e α em dB/m. Para um valor caracteŕıstico de f = 100 Hz =

0,1 kHz teriamos α = 1,1×10−3 dB/m. Assim para uma distância de 10 km o TL causado

por absorção seria aproximadamente de 1 dB, valor que pode ser desprezado em relação

aos valores usualmente obtidos nos mais variados casos de propagação. A atenuação no

sedimento e no leito rochoso é mais complicada de determinar, sendo necessário recorrer aos

valores experimentais. A introdução na EH duma velocidade complexa:

c(z) = cr(z) + ici(z) ,

permite a análise teórica dos mecanismos correspondentes a perdas.

2.6 Dispersão

Costuma–se distinguir entre dois tipos diferentes de dispersão:

1. a dispersão determińıstica, causada pelas variações a grande escala da batimetria do

fundo ou das camadas, e neste caso é necessário adaptar a solução da EH às carac-

teŕısticas do relevo, e

2. a dispersão estocástica, causada quer pela distribuição aleatória de pequenas irregu-

laridades ao longo das interfaces entre diferentes camadas do meio, quer pela presença

de impurezas e bolhas de ar na água do mar. Cada um destes factores é tratado de

forma diferente. No caso das interfaces resulta possivel modificar as CF com ajuda

da teoria das perturbações ou introduzindo um valor médio de irregularidade [16]. No

caso de heterogeneidades de pequena escala pode–se introduzir uma secção efectiva de

dispersão σ que é tomada em conta no cálculo da pressão acústica [18].
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Independentemente do êxito alcançado no estudo duma grande variedade de casos espećıficos

de dispersão, a complexidade e as caracteŕısticas do problema não têm permitido o desen-

volvimento duma teoria geral que, numa única base, permita analisar o fenómeno de dis-

persão a grande e pequena escala.



Caṕıtulo 3

Modelos de Propagação

Denomina–se formalmente por Modelo de Propagação toda a solução da EH, tomada em

conjunto com as condições f́ısicas apropriadas, e que permita fazer predições a respeito do

regime de propagação numa variedade significativa de casos. Neste caṕıtulo analisaremos

quatro modelos de propagação, indicando as suas vantagens e limitações com ajuda de alguns

exemplos concretos.

3.1 Modelos Traçadores de Raios ( RTM –Ray Trace

Models ).

Consideremos a seguinte solução da equação Eq.(2.5) ( considerando ρ = constante ):

p = AeiS , (3.1)

em que A e S representam respectivamente a amplitude e a fase da onda de pressão acústica

(a função S recebe o nome de Eikonal [19]). Substituindo em Eq.(2.5) para o caso homogéneo,

e separando as partes real e imaginária, podemos obter as equações:

1

A
∇2A− (∇S)2 + k2 = 0 , (3.2)

e

2 (∇A) · ∇S + A∇2S = 0 , (3.3)

13
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onde k = ω/c(x, y, z). Considerando S uma função que varia com maior intensidade do que

A podemos supor que:

(∇S)2 � ∇
2A

A
, (3.4)

pelo que em lugar da Eq.(3.2) deveremos obter a equação:

(∇S)2 = k2 , (3.5)

que é denominada equação da Eikonal [1, 19].

Tendo em conta a variação rápida da Eikonal pode considerar–se que as superf́ıcies para S

= constante correspondem às frentes de onda, enquanto que as normais a estas correspondem

aos raios de propagação. Sendo assim, para um meio arbitrário caracterizado por um vector

de propagação k podemos escrever que:

∇S = k (3.6)

Figura 3.1: Raios de propagação num meio anisótropo, Ref [ 21 ].

Se considerarmos dois pontos A e B num mesmo raio ( ver figura 3.1 ) teremos que:

B∫
A

k · dr =

B∫
A

∇S · dr = S(B)− S(A) , (3.7)

não dependendo este integral da trajectória de propagação. Consequentemente, para qual-

quer curva D que ligue A e B teremos que:

S(B)− S(A) =

B∫
A

k · dr ≤
∫

DAB

kdl . (3.8)
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Agora, não é dif́ıcil ver que:

B∫
A

k · dr =

B∫
A

kn · dr =

B∫
A

ωn · dr

c(x, y, z)
= ω

B∫
A

n · dr
c(x, y, z)

, (3.9)

onde o último integral representa o tempo gasto pelo sinal ao longo da trajectória de propa-

gação. Em outras palavras o sentido de propagação da perturbação acústica é tal que o

tempo de percurso, ao longo desse sentido, é mı́nimo. Esta afirmação é conhecida como o

Pŕıncipio de Fermat [19]. Com ajuda deste pŕıncipio o problema do cálculo das trajectórias

dos raios de propagação (em inglês Ray Tracing) pode ser formulado como um problema de

cálculo variacional [20] em que é necessário optimizar o integral Eq.(3.9) de maneira a tornar

mı́nimo o tempo correspondente de percurso.

Para o caso de duas dimensões ( r e z ) [1]:

S(B)− S(A) = ω

B∫
A

(1 + rz)
1/2

c(z)
dz . (3.10)

Não é dif́ıcil mostrar que as funções r(z) que minimizam este integral podem ser calculadas

como:

r(z) = ±a
z∫

zs

c(z)

(1− a2c2(z))1/2
dz , (3.11)

em que a = sin θ0/c(zs), θ0 corresponde ao ângulo inicial do raio de propagação.

As Fig.3.2 e Fig.3.3 mostram casos particulares de RTM em meios com batimetria

variável.

O caso da Fig.3.2 é interessante pela modelização detalhada do fundo marinho. Dado

tratar–se dum problema de propagação em águas pouco profundas, onde é forte a interação

do sinal com o leito oceânico, resulta importante conhecer apropriadamente a batimetria

do meio. Repare–se na forma rectiĺınea do raio, sinal de que a velocidade de propagação é

constante.
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Figura 3.2: Raio de propagação na área de Kaneohe, Hawaii ( Ref. [ 23 ] ).

Figura 3.3: (a) Ray Tracing na superf́ıcie duma esfera, e (b) Ray Tracing do outro lado da
esfera (Ref [ 24 ] ).

Nas Figs. Fig.3.3(a) e Fig.3.3(b) ilustra–se a propagação de raios na superf́ıcie duma

esfera de raio R = 6 km. A superf́ıcie é modelada pela lei d = d0[3− sin(2πx/6km)], onde

d0 = 50m e x = r cos θ. A divergência dos raios na ant́ıpoda encontra–se condicionada pela

irregularidade da guia esférica de onda. Comentemos brevemente dois métodos de cálculo
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Figura 3.4: Aproximação Gaussiana para o TL ( Ref [ 23 ] ).

Figura 3.5: Aproximação “Espacial” para o TL ( Ref [ 2 ] ).

do TL:

• Na aproximação Gaussiana [21] considera–se que na proximidade do raio que passa

por x ∆p ∼ exp(−aθ2)/SX , em que ∆p é a variação parcial de pressão no ponto

X (ver figura 3.4). Aqui tgθ = ρ/SX , ρ =
√
L2 − S2

X , L corresponderia ao raio da

onda esférica que passa em X. A variação da pressão acústica causada pela passagem

dum determinado número de raios pode ser obtida como soma coerente das variações

parciais.

• Na aproximação “Espacial” [2] pode demonstrar–se que num dado ponto P as perdas

de transmissão podem ser calculadas pela fórmula

TL ≈ 10 log
r∆h

∆θ
, (3.12)

onde r, ∆h e ∆θ se encontram ilustrados na figura 3.5.
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Limitações do modelo: Os RTM consideram o fundo marinho como uma superf́ıcie per-

feitamente reflectora. Esta suposição elimina a possibilidade de considerar propriedades

importantes do mesmo fundo, como por exemplo as suas caracteŕısticas porosas ou disper-

sivas. Os RTM não são válidos para valores baixos de f , o comprimento de onda deve ser

muit́ıssimo menor do que qualquer comprimento caracteŕıstico, i.e. dimensões ou irregular-

idades do meio em questão. Igualmente os RTM perdem toda a validade nos casos em que

essas irregularidades possam originar raios que se propagam em sentido contrário ao sentido

original de propagação. Os valores de TL obtidos usando RTM são estimativos. Na necessi-

dade de obter resultados precisos é necessário recorrer a outros modelos de propagação. En

conclusão, podemos ver que os RTM devem ser fundamentalmente aplicados nos casos em

que existe uma interação fraca entre o sinal acústico e as fronteiras da guia de onda (situação

bastante comum em cenários de águas profundas), e quando o comprimento de onda cor-

respondente ao valor dado da frequência seja muit́ıssimo menor do que a profundidade do

meio.

3.2 Modos Normais (NMM – Normal Mode Models).

Pelo método de separação de variáveis representemos a solução da EH homogénea na forma

[ 16 ]:

p(r, z) = Z(z)R(r) . (3.13)

Obteriamos assim para Z(z) a seguinte equação diferencial (ED):

ρ(z)
d

dz

(
1

ρ

dZ

dz

)
+

(
ω2

c2(z)
− k2

)
Z = 0 , (3.14)

onde k2 é a constante de separação das ED para Z(z) e R(r).

A ED Eq.(3.14), conjuntamente com as CF forma um problema clássico de Sturm–
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Liouville [ 22 ] de propriedades bem conhecidas. A ED em geral deve ter um número

infinito de soluções ( os modos ) Zn(z), que correspondem às funções próprias do proble-

ma de Sturm–Liouville, com valores próprios k2
n, Zn(z) deverá possuir n zeros no intervalo

z ∈ [0, D] (se D <∞ o problema de Sturm–Liouville é denominado regular) e os k2
n podem

ser organizados de forma tal que:

k2
1 > k2

2 > . . . . (3.15)

Também pode demonstrar-se que:

|kn| <
ω

cmin
(3.16)

∀n, onde cmin = min
z
c(z).

Os modos podem ser construidos de maneira a formarem um espaço de funções ortonor-

mais:

D∫
0

Zm(z)Zn(z)

ρ(z)
dz = δmn . (3.17)

Sendo assim representemos a solução da EH (não homogénea) na forma:

p(r, z) =
∞∑
n=1

Rn(r)Zn(z) , (3.18)

para obter, depois da substituição:

∞∑
n=1

{
ρ

r

∂

∂r

(
r

ρ

∂Rn

∂r

)
Zn +Rn

[
ρ
∂

∂z

(
1

ρ

∂Zn
∂z

)
+
ω2

c2
Zn

]}
=
δ(r)δ(z − zs)

2πr
. (3.19)

No entanto:

ρ(z)
d

dz

(
1

ρ(z)

dZn
dz

)
+

ω2

c2(z)
Zn = k2

nZn , (3.20)

e podemos reescrever a Eq.(3.19) na forma:

∞∑
n=1

[
1

r

]
∂

∂r

(
∂

∂r
Rn(r)

)
Zn(z) + k2

nRn(r)Zn(z) = −δ(r)δ(z − zs)
2πr

. (3.21)
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Aplicando o operador:
D∫

0

( · )
Zl(z)dz

ρ(z)
, (3.22)

obteriamos:

1

r

∂

∂r

(
r
∂Rl(r)

∂r

)
+ k2

lRl = −δ(r)Zl(zs)
2πrρ(zs)

, (3.23)

cuja solução standard, tendo em conta a CR, será:

Rl(r) =
i

4ρ(zs)
Zl(zs)H

(1)
0 (klr) , (3.24)

em que H
(1)
0 (klr) é a função de Hankel de primeira espécie ( ver Apêndice 1 ).

Existe um aspecto dos NMM que devemos comentar: A resolução dum ou doutro prob-

lema de propagação ( por exemplo o Isovelocity Problem, analisado em [16] ) mostra que

podemos dividir os modos de propagação em duas categorias: os trapped modes com kn reais

e que se propagam a grandes distâncias, e os evanescent modes com kn imaginários e cuja

amplitude decai exponencialmente com r. Longe da fonte são os primeiros os responsáveis

pela propagação do sinal acústico.

Limitações do modelo: A presença do leito rochoso pode ser modelada pela introdução

dum semiplano infinito na interface inferior do sedimento. Desta forma seriamos obrigados

a considerar um problema singular de Sturm–Liouville em que D = ∞. Em prinćıpio pode

garantir–se a existência de valores próprios reais e de funções próprias ortogonais. No entanto

o número de valores próprios pode não ser infinito e a um dado valor próprio pode correspon-

der mais de uma função própria. A única forma de ”fugir” ao problema singular consiste em

considerar P ∼ exp(−knz) no interior do semiplano, e aplicar uma CF apropriada no ponto

de contacto entre o sedimento e o leito. Este procedimento permite transformar o proble-

ma singular de Sturm–Liouville num problema standard mas não pode garantir [16] que a

solução obtida seja completa. Em rigor uma solução completa pode ser obtida introduzindo,
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conjuntamente com a soma dos modos, um termo que represente o espectro continuo da

perturbação [13, 16]. Tendo em conta que o espectro é de pouca importância longe da fonte

[13], a solução dos NMM pode ser considerada exacta para grandes valores de r.

Os NMM são modelos range–independent, i.e. são válidos quando a profundidade D do

meio não depende da distância horizontal r. Mas um meio fracamente dependente de r pode

ser aproximado por uma sucessão de intervalos, cada um com profundidade constante. Re-

solvendo a EH em cada intervalo e ligando depois as soluções nas fronteiras podemos obter

os denominados coupled modes [16] que representariam uma solução modal do problema

de propagação em cenários do tipo range–dependent. Este género de solução é frequente-

mente utilizada como padrão de comparação com modelos adaptados a meios com batimetria

variável [22, 23].

3.3 A Equação Parabólica (PE – Parabolic Equation)

No caso de baixas frequências, longe da fonte, e fazendo ρ(z) = constante, podemos consid-

erar que:

p(r, z) = U(z, r)H
(1)
0 (k0r) , (3.25)

em que U(z, r) é uma função que depende fracamente de r [24]. Substituindo na EH ho-

mogénea deveremos obter a seguinte ED para U :

∂2U

∂r2
+
∂2U

∂z2
+

(
1

r
+

2

V

∂

∂V
r

)
∂U

∂r
+ k2

0

(
c2

0

c2(r, z)
− 1

)
U = 0 , (3.26)

onde k0 e c0 são parâmetros de referência e V = H
(1)
0 (k0r). Considerando o comportamento

assimptótico de H
(1)
0 (k0r) para grandes distâncias ( ver Apêndice 1 ) podemos reescrever a

Eq.(3.26) na forma:

∂2U

∂r2
+
∂2U

∂z2
+ 2ik0

∂U

∂r
+ k2

0

(
c2

0

c2(r, z)
− 1

)
U = 0 . (3.27)
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Assumindo que ∂/∂r e ∂/∂z comutam mútuamente [25] podemos reescrever a Eq.(3.27)

como: (
∂

∂r
+ ik0 − ik0

√
1 + L

)(
∂

∂r
+ ik0 + ik0

√
1 + L

)
U = 0 , (3.28)

onde

L =

(
c2

0

c2(r, z)
− 1

)
+

1

k2
0

∂2

∂z2
. (3.29)

Considerando só ondas divergentes Eq.(3.28) tomará o aspecto:

(
∂

∂r
+ ik0 − ik0

√
1 + L

)
U = 0 . (3.30)

Vejamos alguns métodos de resolução desta última ED:

1.
√

1 + L ≈ 1 + L/2. Neste caso obteriamos a equação parabólica de Tappert [13, 25]:

∂U

∂r
=

i

2k0

∂2U

∂z2
+
ik0

2

(
c2

0

c2(r, z)
− 1

)
U , (3.31)

cuja solução anaĺıtica será [13]:

U (r + ∆r, z) ≈ e
ik0
2

(
c20

c2(r,z)
−1

)
∆r
F−1

{
e−ik0

V 2∆r
2 F [U(r, z)]

}
(3.32)

em que F e F−1 correspondem às transformadas de Fourier directa e inversa, respec-

tivamente. Nesta fórmula V representa a variável conjugada à variável z.

2.
√

1 + L ≈ 1 + 3L/4

1 + L/4
L. A PE resultante ( denominada equação de Claerbout ) [25, 26,

27] terá o aspecto:

[
1 +

1

4

(
c2

0

c2(r, z)
− 1

)]
∂U

∂r
+
(

1

2k0

)2 ∂3U

∂z2∂r
=

i

2k0

∂2U

∂z2
+
ik0

2

(
c2

0

c2(r, z)
− 1

)
U ,

(3.33)

e pode ser resolvida numéricamente com o método de Crank–Nicolson ( ver Apêndice

2 ).
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3.
√

1 + L ≈ 1 +
M∑
j=1

a2j−1,ML

1 + a2j,ML
em que a2j,M são os chamados coeficientes de Padé [28].

A PE obtida com esta aproximação será [29]:

∂U

∂r
= ik0

1 +
M∑
j=1

a2j−1,ML

1 + a2j,ML

U . (3.34)

Em particular:

a2j−1,M =
2

2M + 1
sin2

(
jπ

2M + 1

)
; a2j,M = cos2

(
jπ

2M + 1

)
. (3.35)

Esta equação pode ser resolvida numéricamente com o método de Galerkin e método

de Crank–Nicolson, para a discretização em z e r respectivamente ( ver Apêndice 2 ).

A resolução duma PE precisa duma condição inicial p(z, 0) ( conhecida comunmente como

starter ). Para um meio com profundidade constante na proximidade da fonte o starter pode

ser obtido usando um NMM, embora tenham sido desenvolvidas condições anaĺıticas iniciais

de outros tipos, que podem ser de maior ou menor comodidade consoante o tipo de PE

usada [25]. No entanto é necessário sublinhar que a escolha apriori dum ou doutro starter,

consoante o tipo de meio a descrever, continua a ser um problema para o qual não existe

uma uniformidade de resposta [22].

Limitações do modelo: A limitação angular da PE de Tappert obriga–nos a levantar

dúvidas em relação a alguns dos resultados que proporciona. Eis um exemplo: Como pode-

mos ver na Fig.3.6 existe uma secção de intensa penetração no fundo marinho, correspon-

dente a um ângulo de 20◦. Aparentemente não deveriam existir razões para pôr em causa

este detalhe do regime de propagação, mas se tivermos em conta que o ângulo dado corre-

sponde ao dobro da capacidade da PE de Tappert, então a informação referente à zona em

questão perde toda validade. A PE de Claerbout por sua vez tem uma validade angular

de 40◦ em relação à horizontal. À medida que aumenta o número de coeficientes de Padé
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Figura 3.6: Contur de TL para o problema da profundidade decrescente ( Ref [13] ).

numa aproximação do operador
√

1 + L pode–se melhorar a validade angular da PE resul-

tante. Esta melhoria implica, no entanto, um incremento significativo no tempo de cálculo.

Tendo em conta que em todas as PEs o campo acústico é construido progressivamente em r

a precisão dos resultados depende fortemente da discretização do meio, tanto em distância

como em profundidade. Assim o esforço de cálculo necessário para obter resultados fiáveis

pode chegar a ser elevado e por vezes dispendioso. Uma outra limitação reside na própria

CR, já que no caso de profundidade decrescente, como o problema da Fig.3.6, a interação

do sinal acústico com o fundo tem como consequência a existência uma sobreposição entre

o sinal propagado e o sinal reflectido. Essa interação em geral não pode ser desprezada. A

intensa investigação teórica e numérica realizada neste sentido apresenta grandes progressos

[29] embora seja ainda necessário desenvolver um determinado esforço para testar a validade

dos resultados do modelo.
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3.4 Modelos de Campo Rápido (FFP – Fast Field Pro-

gram).

Representemos a pressão acústica p(r, z)na forma:

p(r, z) =

∞∫
0

p(k, z)kJ0(kr)dk , (3.36)

em que J0(r) é a função de Bessel de ordem 0 ( ver Apêndice 1 ). Substituindo na EH, com

ρ(z) = constante, obteriamos a seguinte ED para p(k, z):

d2p

dz2
+

(
ω2

c2(z)
− k2

)
p =

δ(z − zs)
2π

, (3.37)

que possui soluções anaĺıticas Fi(k, z) bem conhecidas nos casos c1(z) = constante, e c2(z) =

c0/
√
az + b [30]. Podemos escrever formalmente que:

p(k, z) = C1(k)F1(k, z) + C2(k)F2(k, z) + Finh(k, z) (3.38)

em que C1,2(k) é um conjunto de coeficientes inicialmente desconhecidos e Finh corresponde

a uma solução espećıfica da equação não homogénea.

Um meio oceânico com um perfil arbitrário de velocidade c(z) pode então ser represen-

tado como um conjunto de N camadas, em que c(z) = c1(z) ou c(z) = c2(z), no interior de

cada camada . A partir das CF podemos calcular anaĺıticamente os coeficientes desconheci-

dos Ci(k) e pelo cálculo da transformação Eq.(3.36) podemos obter p(r, z).

Limitações do modelo: OS FFP são válidos para meios com D = constante. Para uma

boa aproximação dum perfil arbitrário de velocidade é indispensável introduzir um número

significativo de camadas. O tipo de solução usado nos FFP não permite inserir apropriada-

mente o problema da dispersão determińıstica. A adaptação do modelo a meios fracamente

dependentes de r, de maneira análoga à técnica dos coupled modes, pode dar lugar a insta-

bilidades de cálculo [23].
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3.5 Implementação e Exemplos

Quando o trabalho aqui apresentado teve ińıcio, no Laboratório de Processamento de Sinal

(SiPLAB), da Área Departamental de Electrotecnia e Computação da UALG, já se encon-

travam implementados o FFP SAFARI [30] e o NMM SNAP [31], sendo posteriormente

obtidos via ftp os pacotes informáticos AT (Acoustic Toolboxes, escrito por Michael Porter

e contendo o RTM BELLHOP e o NMM KRAKEN [16] ) e FEPE ( da autoria de Michael

Collins, contendo, entre outros, o PE FEPE [22] ). Com o objectivo de unificar as saidas

gráficas dos diferentes programas ( o KRAKEN e o FEPE usam o formato do NRL – Naval

Research Laboratory – adaptado ao pacote gráfico DISSPLA ) foram introduzidas uma série

de modificações nos programas que produziam os resultados, de forma a criar com base neles

os ficheiros *.PLP e *.PLT para gráficos de TL versus profundidade, distância horizontal

e outros, assim como os ficheiros *.CDR e *.BDR para os gráficos do CONTUR, os quais

correspondem ao formato do SACLANTCEN, usado pelo SAFARI. A leitura dos ficheiros

de dados e de definição e a respectiva visualização é realizada pelo pacote gráfico XPLOT e

pelo programa viewcdr.m, criado com variáveis do ambiente MATLAB.

O material gráfico das páginas 21 a 33 é constituido na sua maior parte por exemplos

apresentados nos manuais, mas inclui igualmente alguns casos criados na intenção de sublin-

har aspectos particulares do problema geral de propagação. Cada um dos ficheiros de dados

exemplifica o tipo de parâmetros usados com maior frequência em simulação e, ao mesmo

tempo, ilustra de maneira concreta o formato da informação processada por cada modelo.

As diferentes figuras permitem ter uma ideia concisa tanto das potencialidades dos modelos

como da versatilidade dos pacotes gráficos envolvidos na visualização dos resultados.
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"Isovelocity Problem"
100.0 ! Freq (Hz)
1 ! Nmedia
’CVF’ ! Options
51 0.0 100.0 ! Depth (in m)
0.0 1500.0 /

100.0 1500.0 /
’V’ 0.0
1 20.0 / ! NSD, SD (in m)
51 0.0 100.0 / ! NRD, RD (in m)
1001, 0.0 1.0 / ! NR, \ R (in km)
’R’
30 -20.0 20.0 ! NBEAMS, ALPHA1,2 (degress)
0.0 100.0 1.0, ! STEP (m), ZBOX (m), RBOX (km)

Ficheiro de dados usado pelo BELLHOP no Isovelocity Problem, c = 1500 m/s.

SOUND PROF. RAYMODEL    

 BELLHOP
   SD =  20.0 m , FREQ =  100.0 Hz

Figura 3.7: Perfil de velocidade e raios de propagação no Isovelocity Problem. No caso de
águas pouco profundas a velocidade de propagação na coluna de água pode ser considerada
constante. As fronteiras da guia de onda são perfeitamente reflectoras.
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Ficheiros de dados usado pelo BELLHOP nos casos Munk Profile e SOFAR.

"Munk Profile"
50.0 ! Freq (Hz)
1 ! Nmedia

’SVF’ ! Options
51 0.0 5000.0 ! Depth (in m)

0.0 1548.52 /
200.0 1530.29 /
400.0 1517.78 /
600.0 1509.49 /
800.0 1504.30 /
1000.0 1501.38 /
1200.0 1500.14 /
1400.0 1500.12 /
1600.0 1501.02 /
1800.0 1502.57 /
2000.0 1504.62 /
2200.0 1507.02 /
2400.0 1509.69 /
2600.0 1512.55 /
2800.0 1515.56 /
3000.0 1518.67 /
3200.0 1521.85 /
3400.0 1525.10 /
3600.0 1528.38 /
3800.0 1531.70 /
4000.0 1535.04 /
4200.0 1538.39 /
4400.0 1541.76 /
4600.0 1545.14 /
4800.0 1548.52 /
5000.0 1551.91 /
’V’ 0.0
1 1000.0 ! NSD, SD (in m)
51 0.0 5000.0 ! NRD, RD (in m)
1001, 0.0 100.0 ! NR, R (in km)
’R’
50 -15.0 15.0 ! NBEAMS, ALPHA1,2 (degress)
0.0 5500.0 101.0, ! STEP (m), ZBOX (m), RBOX (km)

"SOFAR"
100.0 ! Freq (Hz)
1 ! Nmedia

’SVF’ ! Options
51 0.0 4000.0 ! Depth (in m)

0.0 1500.0
400.0 1450.0
800.0 1550.0
1200.0 1520.0
2400.0 1550.0
4000.0 1780.0

’V’ 0.0
1 400.0 ! NSD, SD (in m)
51 0.0 4000.0 ! NRD, RD (in m)
1001, 0.0 20.0 ! NR, R (in km)
’R’
50 -30.0 30.0 ! NBEAMS, ALPHA1,2 (degress)
0.0 4100.0 21.0, ! STEP (m), ZBOX (m), RBOX (km)

Repare–se na presença de dois mı́nimos no perfil de ve-
locidade. Como consequência disto podemos obter regimes
de propagação significativamente diferentes dependendo da
posição da fonte ( ver Fig.3.9(a)&(b) ).



29

Raios de Propagação do RTM BELLHOP

SSP-BELLHOP 

(a)

RAYMODEL    

 BELLHOP
   SD =  1000.0 m , FREQ =  50.0 Hz

(b)

Figura 3.8: Perfil de velocidade (a) e raios de propagação (b) para o Munk Profile. c(z)
tem um valor mı́nimo de 1500m/s à profundidade de 1400m. A variação da velocidade de
propagação tem como consequência o efeito de Reflexão interna, mais comunmente conhecida
como Refracção. Os raios de propagação são reflectidos pela própria coluna de água antes
de alcançar as suas fronteiras.
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Raios de Propagação do RTM BELLHOP

SOUND PROF. 

(a)

RAYMODEL    

 BELLHOP
   SD =  400.0 m , FREQ =  100.0 Hz

(b)

RAYMODEL    

 BELLHOP
   SD =  1200.0 m , FREQ =  100.0 Hz

(c)

Figura 3.9: Perfil de velocidade e raios de propagação no caso SOFAR. O tipo de perfil é
similar à velocidade de propagação na Báıa de Biscaia [ 8,13 ]. Repare–se no grupo de raios
a propagarem–se em canais diferentes, dependendo da posição da fonte (SD): b)SD = 400
m; c)SD = 1200 m. Em cada caso SD coincide com um mı́nimo no perfil de velocidade.
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Ficheiro de dados usado pelo KRAKEN no caso FRAMIV.

"FRAMIV Twersky S/S ice Scatter"
20.0 ! Freq (Hz)
4 ! Nmedia
’NSF’ ! Options
0.0092 8.2 5.1
750 0.0 3750.0 ! Depth (in m)
0.0 1436.0 0.0 1.03 /
30.0 1437.4 /
50.0 1437.7 /
80.0 1439.5 /
100.0 1441.9 /
125.0 1444.6 /
150.0 1450.0 /
175.0 1456.1 /
200.0 1458.4 /
250.0 1460.0 /
300.0 1460.5 /
350.0 1460.6 /
400.0 1461.0 /
450.0 1461.5 /
500.0 1462.0 /
600.0 1462.9 /
700.0 1463.9 /
800.0 1464.8 /
900.0 1465.8 /
1000.0 1466.7 /
1100.0 1467.0 /
1200.0 1469.0 /
1300.0 1469.5 /
1400.0 1471.8 /
1600.0 1474.5 /
1800.0 1477.0 /
2000.0 1479.6 /
2500.0 1487.9 /
3750.0 1510.4 /
35 0.0 3808.33
3750.0 1504.6 0.0 1.50 .15 0.0
3808.33 1603.07 /

35 0.0 3866.66
3808.33 1603.07 0.0 1.533 .15 0.0
3866.66 1701.53 /

35 0.0 3925.0
3866.66 1701.53 0.0 1.566 .15 0.0
3925.0 1800.0 /

’A’ 0.0
3925.0 1800.0 0.0 1.60 0.15 0.0
1 200.0 / ! CLOW CHIGH (m/s)
300.0 ! RMAX (in km)
1 25.0 / ! NSD, SD (in m)
201 0.0 3750.0 / ! NRD, RD (in m)

Na Fig.3.10 pode–se ver o perfil de velocidade do caso FRAMIV. Na Fig.3.11 estão repre-
sentados 4 dos 16 modos deste caso de propagação. Repare–se que o modo de ordem n tem
n zeros.
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O NMM KRAKEN

SOUND PROF. 

 KRAKEN

Figura 3.10: Perfil de propagação no FRAMIV.

Figura 3.11: Modos de propagação no FRAMIV. SNAP MODES corresponde a uma in-
strução espećıfica requerida pelo XPLOT para este tipo de gráficos e não se encontra rela-
cionada com o NMM SNAP.
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CONTUR de TL do NMM KRAKEN

Figura 3.12: Caso FRAMIV: Os parâmetros usados são t́ıpicos das zonas árticas. Neste caso
modela–se o regime de propagação, contando com a presença duma capa irregular de gelo na
superf́ıcie da coluna de água. A escala lateral ( em dB ) permite avaliar a intensidade relativa
do sinal acústico para diferentes valores de profundidade e distância horizontal. Os valores
baixos de TL ( mais escuros ) correspondem a zonas em que um captor poderia receber
um sinal intenso, enquanto que nas zonas com valores mais altos de TL ( mais claras ) o
sinal seria mais fraco. A separação da perturbação em duas componentes principais deriva
fundamentalmente das caracteŕısticas espećıficas do perfil de velocidade ( ver Fig.3.10 ).
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Ficheiro de dados usado pelo FEPE no Isovelocity Problem.

"Isovelocity Problem"
25.0 25.0 25.0 ! FREQ ZS ZR
4000.0 2.0 2000 ! RMAX DR NDR
200.0 0.5 400 50.0 ! ZMAX DZ NDZ ZMPLT
1500.0 1 70.0 0 ! C0 NPADE THETA IREFL
3 0.0 89.5 1 ! ISTRT RMIN THMAX MPADE
0.0 100.0 ! BATHYMETRY
-1 -1
0.0 1500.0
-1 -1
0.0 1500.0
-1 -1
0.0 1.0
-1 -1
0.0 0.0
-1 -1

tloss*range 

 FEPE
    FREQ (in Hz) =    25.00

Figura 3.13: TL vs. range para diferentes valores dos coeficientes de Padé no Isovelocity
Problem, a velocidade de propagação na coluna de água é constante e igual a 1500 m/s e a
profundidade do meio D = 200 m: N(M)PADE= 1 ( linha · · · ), 2 ( linha – – ), 4 ( linha
—- ). A linha cont́ınua coincide com a solução obtida usando o NMM FEMODE ( [22] ).
Repare–se que os erros de fase aumentam com r e diminuem com NPADE. A superf́ıcie e o
fundo da guia de onda são consideradas livres de pressão.
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Ficheiro de dados usado pelo FEPE no Jensen-Kuperman Problem.

"Jensen-Kuperman Problem"
25.0 112.0 50.0 ! FREQ ZS ZR
12000.0 5.0 12 ! RMAX DR NDR
1200.0 6.0 1 1203.0 ! ZMAX DZ NDZ ZMPLT
1500.0 2 70.0 0 ! C0 NPADE THETA IREFL
1 0.0 80.0 2 ! ISTRT RMIN THMAX MPADE
0.0 200.0 ! BATHYMETRY
5000.0 200.0
10173.0 60.0
-1 -1
0.0 1500.0
-1 -1
0.0 1704.5
-1 -1
0.0 1.15
-1 -1
1000.0 0.5
1200.0 10.0
-1 -1

A profundidade da coluna de água é constante ( 200 m ) até aos 5 km.
Depois começa a diminuir linearmente até alcançar os 60 m aos 10 km.

O perfil de velocidade na coluna de água é constante e igual a 1500 m/s.

O perfil de velocidade no sedimento é constante e igual a 1704.5 m/s.

Figura 3.14: Contur de TL do Jensen–Kuperman Problem. Repare–se nas zonas de intensa
penetração do sinal acústico na zona da elevação.
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Ficheiros de dados usados pelo SAFARI no SAFARI–FIP ( um Pekeris Problem ) e no
SAFARI–BEAM.

SAFARI-FIP
N I J !OPTIONS
50 0 !FREQ (in Hz)
3 !NLAYERS
0 0 0 0 0 0 0
0 1500 -1500 0 0 1 0
1000 2000 0 0 0 2.0 0
100 !SD
100 100 1 1 !RD
1350 1E8 !CMIN CMAX
1024 1 1010 !WNSAMPLING
0 3. 20 0.5 !RANGE PAR.
20 110 20 10 !TL PAR.
20 110 20 10

A velocidade de propagação na coluna de água é 1500
m/s. A velocidade de propagação no fundo é 2000 m/s.

SAFARI-BEAM
P N C L
1000
4
65 1500 0 0 0 1 0
65 1500 0 0 0 1 0
100 1600 400 0.2 0.5 1.8 0
120 1800 600 0.1 0.2 2.0 0
50 41 0.75 25.0 4 100
50 125 51 52
1500 5000
2048 1400 1950
0.0 0.3 20 0.05
50 125 12 25
24 54 6

A velocidade de propagação na coluna de água é 1500 m/s.
Aos 100 m de profundidade encontra–se o sedimento.
Aos 120 m acaba o sedimento e começa o fundo de areia.
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O FFP SAFARI

SOUND PROF. 
     Pekeris Problem

Figura 3.15: Perfil de propagação no SAFARI-FIP. O tipo de perfil aqui escolhido não
se encontra corretamente inserido num cenário de águas profundas. Por regra geral o c(z)
observado num caso deep water mostra variações significativas do perfil na coluna de água.
Este Pekeris Problem foi escolhido apenas para mostrar a dependência entre a função de
Green e a frequência do sinal ( ver Fig.3.17 ).

SOUND PROF. 
     Shallow water, 3 layers

Figura 3.16: Perfil de propagação no SAFARI–BEAM. As variações bruscas de c(z) têm
lugar na fronteira de separação entre camadas adjacentes.
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O FFP SAFARI

(a)

(b)

(c)

Figura 3.17: Funções de Green para valores diferentes da frequência. Os máximos da função
corresponderiam aos modos de propagação num NMM.
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CONTUR de TL do FFT SAFARI

Figura 3.18: Modelização da incidência dum BEAM acústico de propagação nas interfaces
entre diferentes meios. O valor do ângulo de incidência do BEAM inicial é superior ao
valor do ângulo cŕıtico ( grazing angle ) para a fronteira de separação entre a coluna de
água e o sedimento. Por esta razão parte do BEAM é reflectida para a coluna de água e
parte transmitida ao sedimento. Por sua vez o ângulo de incidência do BEAM transmitido
é inferior ao ângulo cŕıtico para a interface sedimento–fundo de areia. Por esta razão este
feixe é totalmente reflectido na fronteira que separa os dois meios ( ver os parâmetros que
definem a extensão da cada ńıvel no ficheiro de dados do SAFARI-BEAM ).
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Caṕıtulo 4

Comparação de Modelos

Os casos ilustrados no final do caṕıtulo anterior permitem ter uma ideia concreta das capaci-

dades e potencialidades de cada modelo, na descrição de aspectos espećıficos da propagação

dos sinais acústicos no oceano. Neste caṕıtulo pretende–se obter uma resposta às seguintes

questões: de que maneira podemos confiar nos resultados fornecidos por um dado modelo

de propagação? Qual a precisão dos resultados do modelo quando comparados com um caso

padrão? A resposta ideal a estas peguntas deveria consistir em confrontar directamente as

predicções do modelo com experiências realizadas em condições reais ou controladas. Mas

no oceano real é preciso dispor de informação pormenorizada da área em que se procede à

recolha de informação, tarefa esta de grande dificuldade técnica. Por sua vez a manipulação

das caracteŕısticas do meio envolve a construção de instalações apropriadas, apresentando–se

esta alternativa bastante dispendiosa quer em termos materiais quer em termos humanos.

A opção que resta ( e em prinćıpio a mais viável, pelo menos dum modo imediato ) consiste

em comparar o modelo com a solução anaĺıtica dum caso espećıfico de propagação. Embora

limitada às condições particulares do problema dado, esta solução é exacta no limite das

considerações tomadas em conta. Os resultados que permite obter não dependem da predis-

posição subjectiva do programador. Este último teria como objectivo fundamental fornecer

41
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os dados iniciais de cada modelo, de tal maneira que sejam reproduzidas, tão fielmente quan-

to possivel, as condições do problema anaĺıtico. Este método de comparação, claro está, não

pode responder às questões relacionadas com as discrepâncias entre a teoria e a experiência,

mas pode permitir uma avaliação mais clara das vantagens e limitações de cada modelo de

propagação.

4.1 Solução Anaĺıtica do Problema de 3 camadas

Por regra geral nos casos do tipo shallow water o meio oceânico costuma ser aproximado

através dum sistema de ńıveis, cada um deles homogéneo, e admitindo a discontinuidade

da densidade e do perfil de velocidade na interface entre dois ńıveis diferentes. Considera–

se, igualmente, que a velocidade de propagação é constante no interior de cada camada.

No entanto, e tendo em conta a grande variedade de possiveis cenários de águas pouco

profundas que podem ser encontrados em condições reais, torna–se interessante, do ponto de

vista prático, analisar o caso de propagação com 3 ńıveis e com uma velocidade de propagação

variável no sedimento que separa a coluna de água e o fundo marinho. Duma forma mais

concreta, determinemos a solução anaĺıtica da ED Eq.(3.14), para o caso em que:

ρ(z), c(z) =


ρ1 , c1 , 0 ≤ z ≤ D1

ρ2 ,
c2√

1− k0 (z −D1)
, D1 ≤ z ≤ D2

ρ3 , c3 , D2 ≤ z ≤ ∞

, (4.1)

com ρ1 < ρ2 < ρ3, e c1 < c2 < c3 e em conjunto com as seguintes CF:

Z1(z = 0) = 0 , (4.2)

Z1(z = D1) = Z2(z = D1) , (4.3)

1

ρ1

dZ1

dz

∣∣∣∣∣
z=D1

=
1

ρ2

dZ2

dz

∣∣∣∣∣
z=D1

, (4.4)

Z2(z = D2) = Z3(z = D2) , (4.5)
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1

ρ2

dZ2

dz

∣∣∣∣∣
z=D2

=
1

ρ3

dZ3

dz

∣∣∣∣∣
z=D2

, (4.6)

e ainda a condição

Z3(z →∞)→ 0 , (4.7)

onde Zi (i=1,2,3) representa a função Z(z) em cada ńıvel. Não é dif́ıcil ver que as soluções

de Eq.(3.14) + Eq.(4.2) e de Eq.(3.14) + Eq.(4.7) são:

Z1(z) = A sin(
√
γ2

1 − k2z) , (4.8)

Z3(z) = C exp
[
−
√
k2 − γ2

3 (z −D2)
]
, (4.9)

onde γ1,3 = ω/c1,3. A ED Eq.(3.14) na segunda camada terá expĺıcitamente o seguinte

aspecto:

d2Z2(z)

dz2
+
{
γ2

2 [1− k0 (z −D1)]− k2
}
Z2(z) = 0 , (4.10)

e onde γ2 = ω/c2. Fazendo a mudança de variável

ξ =
c (z −D1) + b

c2/3
,

com b = k2 − γ2
2 e c = γ2

2k0, podemos reescrever a Eq.(4.10) na forma:

d2Z2

dξ2
− ξZ2 (ξ) = 0 , (4.11)

cuja solução geral será [30, 32]

Z2(ξ) = B1Ai(ξ) +B2Bi(ξ) , (4.12)

e onde Ai(x) e Bi(x) são as chamadas funções de Airy ( ver Apêndice 1 ). Podemos reescrever

então o sistema Eq.(4.3) - Eq.(4.6) como um sistema linear de equações para os coeficientes

desconhecidos A, B1, B2 e C :

Aa11 −B1a12 −B2a13 = 0 , (4.13)
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Aa21 −B1a22 −B2a23 = 0 , (4.14)

B1a32 +B2a33 − C = 0 , (4.15)

B1a42 +B2a43 + Ca44 = 0 , (4.16)

onde os coeficientes aij ( i, j = 1, 2, 3, 4 ) da matriz do sistema estarão definidos da maneira

seguinte:

a11 = sin
(√

γ2
1 − k2D1

)
, (4.17)

a12 = Ai [ξ(D1)] , (4.18)

a13 = Bi [ξ(D1)] , (4.19)

a21 = (ρ1/ρ2)
√
γ2

1 − k2 cos
(√

γ2
1 − k2D1

)
, (4.20)

a22 = c1/3 d

dz
Ai [ξ(z)]

∣∣∣∣∣
z=D1

, (4.21)

a23 = c1/3 d

dz
Bi [ξ(z)]

∣∣∣∣∣
z=D1

, (4.22)

a32 = Ai [ξ(D2)] , (4.23)

a33 = Bi [ξ(D2)] , (4.24)

a42 = c1/3 d

dz
Ai [ξ(z)]

∣∣∣∣∣
z=D2

, (4.25)

a43 = c1/3 d

dz
Bi [ξ(z)]

∣∣∣∣∣
z=D2

, (4.26)

a44 = (ρ2/ρ3)
√
k2 − γ2

3 . (4.27)

Para garantir a existência duma solução não trivial do sistema exigiremos que o determinante

da matriz seja igual a zero. A equação transcendental resultante deverá ter, pelo menos,

um número finito de ráızes que correspondem aos valores próprios dum problema singular

de Sturm – Liouville, em que os k2
n estão presentes nas próprias CF.
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Uma vez calculados os k2
n podemos fazer A = 1 e calcular os restantes coeficientes na

forma:

B1 =
a11a23 − a13a21

a12a23 − a13a22

, (4.28)

B2 =
a12a21 − a11a22

a12a23 − a13a22

, (4.29)

C = B1a32 +B2a33 . (4.30)

A função assim obtida pode ser normalizada se dividirmos por
√
I:

Z(z)normalizada =
Z(z)√
I
, (4.31)

onde: I = I1 + I2 + I3, e

I1 =

D1∫
0

1

ρ1

sin2
(√

γ2
1 − k2z

)
dz , (4.32)

I2 =

D2∫
D1

1

ρ2

(B1Ai(ξ) +B2Bi(ξ))
2 dz , (4.33)

I3 =

∞∫
D2

1

ρ3

C2 exp
[
2
√
k2 − γ2

3 (z −D2)
]
dz , (4.34)

A expressão anaĺıtica necessária para o cálculo de I2 pode ser encontrada no Apêndice 1.

4.2 Implementação da Solução Anaĺıtica

As expressões anaĺıticas obtidas no ponto anterior foram implementadas com ajuda do

SOLAN, um conjunto de programas em FORTRAN-77 que pode ser dividido formalmente

em duas componentes. A primeira delas ( o SOLAN 1 ) tem por funcão principal calcular os

kn a partir da informação contida no ficheiro de dados data.in. O núcleo principal de SOLAN

1 é constituido pelas subrotinas coef.f e f.f ( ver Fig.4.1 ) que calculam respectivamente os

coeficientes do determinante e o valor do determinante. No instante em que é detectada uma

variação de sinal neste último ( o que quer dizer que no intervalo dado de valores de k existe
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um valor kn em que o determinante é nulo ) a subrotina f.f recorre à livraria de programas em

FORTRAN de NAG para determinar o zero correspondente ( i. e. o valor próprio ) com uma

precisão de 16 d́ıgitos exactos. O intervalo de existência dos kn encontra–se limitado pelos

valores de ω/cmax e ω/cmin onde cmin e cmax correspondem aos valores mı́nimo e máximo do

perfil de velocidade. Os valores próprios vão sendo acumulados no ficheiro de dados eigv.d

até ao momento em que é alcançado o extremo superior do intervalo de procura.

Figura 4.1: Diagrama de blocos do SOLAN 1.

A segunda componente ( o SOLAN 2 ) agrupa um maior número de programas que, com

excepção do programa modes.f, permitem o cálculo de TL a partir da informação contida

em data.in e em eigv.d ( ver Fig.4.2 ). Destacam–se em SOLAN 2 as subrotinas format.f e

fmcontur.f, inicialmente usadas na implementação do KRAKEN e do FEPE com o objectivo

de adaptar o formato original dos ficheiros de dados, de cada um destes modelos, ao formato

usado pelos pacotes gráficos XPLOT e viewcdr.m. A recorrência das diferentes subrotinas

em SOLAN 1 e SOLAN 2 às livrarias de NAG explica–se primordialmente por duas razões.

A primeira consiste na grande precisão que pode ser alcançada tanto no cálculo dos valores
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Figura 4.2: Diagrama de blocos do SOLAN 2.

próprios, como das diferentes funções especiais, usadas na solução anaĺıtica. A segunda e não

menos importante razão esta relacionada com as excelentes qualidades técnicas ( eficiência,

estabilidade, facilidade de manipulação, etc. ) das subrotinas de NAG.

4.3 Comparação

Cada um dos Modelos de Propagação comentados neste trabalho depende duma ou doutra

maneira dos diferentes parâmetros dum problema espećıfico de propagação. O grupo de com-

parações entre os resultados de SOLAN e os resultados de cada modelo ( material gráfico

mostrado da página 41 até a página 49 ) foi realizado primordialmente da seguinte forma:

inicialmente é escolhido um shallow water problem, em que a profundidade da coluna de água

corresponde a 200 m. É a partir deste problema que se procede à comparação, modificando

progressivamente um dos varios parâmetros requeridos pelo modelo, até alcançar um grau
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satisfactorio de precisão. O conjunto dado de variações é ilustrado por um único gráfico com

curvas diferentes, em que cada curva corresponde a um determinado valor do parâmetro

escolhido. Uma vez esgotada a escolha dos parâmetros é realizada uma breve comparação

com um caso ( denominado formalmente um deep water problem ) em que o fundo marinho

se encontra a 1000 m de profundidade. Os valores de frequência, velocidade de propagação

e densidade, podem ser encontrados com alguma frequência na literatura sobre Acústica

Submarina. Em todos os gráficos de TL os resultados do SOLAN enconcontram–se repre-

sentados por uma linha cont́ınua. Cada gráfico vai acompanhado de comentarios explicativos.

Os tempos de cálculo encontram–se reunidos na Tabela N.4.1, Tabela N.4.2 e Tabela N.4.3.
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Comparação entre SOLAN e KRAKEN: 1) Os modos de propagação

SOUND PROF. 

 KRAKEN

Figura 4.3: Perfil de velocidade usado no shallow water problem.

Figura 4.4: Modos não normalizados calculados com SOLAN. A linha tracejada indica a
profundidade da coluna de água.

Figura 4.5: Modos calculados pelo KRAKEN.
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Comparação entre SOLAN e KRAKEN:
2) O TL calculado usando a interpolação linear de c(z).

tloss*range 

 SOLANvsKRAKEN
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.6: Na proximidade da fonte é suficiente usar 6 pontos no perfil de velocidade
( linha · · · ) para garantir a convergência dos resultados do KRAKEN. A linha tracejada
corresponde ao TL obtido com 2 pontos de c(z).

tloss*range 

 SOLANvsKRAKEN
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.7: Com o incremento de r os 6 pontos em c(z) resultam insuficientes para garantir
a convergência do KRAKEN ( linha tracejada ). A precisão é recuperada aumentando o
número de pontos no perfil: linha · · · ·, 12 pontos; linha − · −, 26 pontos.
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Comparação entre SOLAN e KRAKEN:
3) O TL calculado com outros tipos de interpolação.

tloss*range 

 SOLANvsKRAKEN
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.8: Interpolação com Splines. Linha tracejada, 2 pontos; linha · · ·, 4 pontos; linha
− · −, 6 pontos. Repare-se no incremento significativo da precisão.

tloss*range 

 SOLANvsKRAKEN
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.9: Interpolação “N” ( c(z) = c0

√
az + b ), dois pontos. O resultado do KRAKEN

( linha tracejada ) é indist́ınguivel de SOLAN.
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Comparação entre SOLAN e KRAKEN: 4) Um deep water problem.

SOUND PROF. 

 KRAKEN

Figura 4.10: Perfil de velocidade usado no deep water problem.

tloss*range 

 SOLANvsKRAKEN
 FREQ =    50.00 Hz

Figura 4.11: TL vs range longe da fonte, interpolação “N”.

tloss*depth 

 SOLANvsKRAKEN
 FREQ =    50.00 Hz

Figura 4.12: TL vs depth longe da fonte, interpolação “N”.
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Comparação entre SOLAN e FEPE: 1) Os diferentes Starters.

tloss*range 

 SOLANvsFEPE
 FREQ =   100.00 Hz

(a) Gauss Starter.

tloss*range 

 SOLANvsFEPE
 FREQ =   100.00 Hz

(b) Green Starter.

tloss*range 

 SOLANvsFEPE
 FREQ =   100.00 Hz

(c) Homogeneus Mode Starter.

Figura 4.13: Resultados obtidos no shallow water problem com diferentes starters. As dife-
renças de amplitude entre SOLAN e FEPE têm a ver com o facto de cada starter corresponder
a uma aproximação do campo acústico original na proximidade da fonte.
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Comparação entre SOLAN e FEPE: 2) Diferentes cenários de propagação.

tloss*range 

 SOLAN vsFEPE
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.14: Com o incremento de r no shallow water problem a solução do FEPE usando o
Homogeneus mode starter ( linha tracejada ) mantem o seu grau de aproximação a SOLAN.

tloss*range 

 SOLANvsFEPE
 FREQ =    50.00 Hz

Figura 4.15: No deep water problem a solução do FEPE mostra–se igualmente próxima a
SOLAN, em especial na vizinhança da fonte.
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Comparação entre SOLAN e SAFARI: 1) O shallow water problem.

Green*waven 

 INTEGRAND
 SAFARI-FIP 3N shallow water

Figura 4.16: Função de Green para o shallow water problem. Os máximos intensos estão
relacionados com os modos de propagação, i.e. com a parte discreta do espectro da solução.

tloss*range 

 SOLANvsSAFARI
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.17: As diferenças entre SOLAN e SAFARI na proximidade da fonte estão condi-
cionadas pelo espectro cont́ınuo da solução, que esta incluido, conjuntamente com a solução
modal, na representação integral usada por SAFARI. Pode notar–se que a parte cont́ınua do
espectro decresce rapidamente com o aumento de r. Interpolação “N”.
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Comparação entre SOLAN e SAFARI: 2) O deep water problem.

Green*waven 

 INTEGRAND
 SAFARI-FIP 3N

Figura 4.18: Função de Green para o deep water problem. Uma guia de onda mais profunda
pode dar lugar a um maior número de modos de propagação. Eis a razão pela qual nesta
função de Green o número de máximos intensos é maior do que na função de Green do
shallow water problem.

tloss*range 

 SOLANvsSAFARI
 FREQ =    50.00 Hz

Figura 4.19: Como no shallow water problem as diferenças entre SOLAN e SAFARI têm
lugar na proximidade da fonte. Com o incremento de r a solução integral termina por
coincidir com a solução modal.
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Comparação entre SOLAN e SAFARI: 3) O TL versus profundidade.

tloss*depth 

 SOLANvsSAFARI
 FREQ =   100.00 Hz

Figura 4.20: Tloss vs depth no shallow water problem. Interpolação “N”.

tloss*depth 

 SOLANvsSAFARI
 FREQ =    50.00 Hz

Figura 4.21: Tloss vs depth no deep water problem. Interpolação “N”.
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Tempo gasto por cada modelo nos diferentes casos:

KRAKEN*
Caso Interpolação/Núm de pontos Tempo ( s )

Shallow water Linear, 2 10.10
Shallow water Linear, 6 10.28
Shallow water Linear, 12 10.01
Shallow water Linear, 26 10.11
Shallow water Splines, 6 10.36
Shallow water Splines, 12 10.29
Shallow water Splines, 26 10.38
Shallow water N, 2 12.03

Deep water N, 2 25.35

Tabela 4.1:

FEPE*
Caso Interpolação/Núm de pontos Tempo ( s )

Shallow water Linear, 52 252.3
Deep water Linear, 52 3275.7

Tabela 4.2:

SAFARI*
Caso Interpolação/Núm de pontos Tempo ( s )

Shallow water Linear, 2 2.83
Deep water N, 2 5.57

Tabela 4.3:

*Cálculos realizados numa HP modelo quotesapollo 715/33 com 16 Mbytes de RAM. Os

tempos gastos pelo SOLAN no shallow water problem e no deep water problem foram 51.54

e 55.64 segundos respectivamente.
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Percentagem de Erro dos diferentes Modelos ( Sallow water ):
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(a) KRAKEN: Interpolação Linear, 26 pontos.
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(b) KRAKEN: Interpolação com Splines, 6 pontos.
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(c) KRAKEN: Interpolação “N”, 2 pontos.
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(d) FEPE: Interpolação Linear, 52 pontos.
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(e) SAFARI: Interpolação “N”, 2 pontos.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

As caracteŕısticas dos modelos de propagação que surgem neste trabalho não se limitam de

modo algum ao material apresentado ao longo dos seus diferentes caṕıtulos. A Acústica

Submarina e os modelos de propagação representam um campo extremamente amplo, cuja

análise detalhada ultrapassa de longe as margens dos diferentes temas aqui tratados. No

entanto, é importante expor os elementos fundamentais de cada uma das implementações

numéricas das soluções da EH, racionalizando desta maneira o uso dum modelo espećıfico

de propagação de acordo com o tipo de cenário a ser analisado e tendo conhecimento da

precisão dos resultados obtidos. São as seguintes as conclusões deste trabalho:

1) O NMM KRAKEN revela–se como um modelo extremamente eficaz, estável, rápido e

simples de usar. O factor decisivo de convergência dos resultados do KRAKEN encontra–se

determinado pelo cálculo preciso dos valores próprios do problema de Sturm–Liouville. Neste

sentido, e tendo em conta a relativa independência entre o tempo de cálculo e o número de

pontos no perfil de velocidade ( ver Tabela N.??, no caso shallow water ), a variante mais

recomendável para conservar a convergência, tanto na vizinhança como a grandes distâncias

da fonte, consistiria em usar um perfil detalhado de c(z). A comparação entre SOLAN

e KRAKEN mostrou diferenças significativas entre os diferentes tipos de interpolação da
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velocidade de propagação ( ver pag. 51, casos a), b) e c) ). O valor máximo da percentagem

de erro, alcançado pela interpolação com Splines foi de 1 % no caso de 6 pontos, o que

constitui uma melhoria significativa da aproximação à solução anaĺıtica, se tivermos em conta

os 10 % de erro alcançados na interpolação linear e com 26 pontos no perfil. Destaca–se

igualmente a melhoria na precisão alcançada pelo modelo, com apenas dois pontos no perfil de

velocidade, e a interpolação do tipo “N”, que encaixa perfeitamente no contexto do perfil de

velocidade inserido no problema anaĺıtico das 3 camadas. Neste último caso o valor máximo

da margem de erro alcançou apenas os 0.4 %. Conjuntamente com a excelente precisão

alcançada nos diferentes testes de comparação é indispensável sublinhar as capacidades do

modelo em analisar meios range–dependent, a 2 e 3 dimensões, com ajuda da técnica dos

coupled modes. Desta maneira podemos ver que o KRAKEN resulta ser ideal para a análise

duma extensa variedade de problemas, sempre e quando se pretenda obter a representação

do campo acústico em termos da solução modal.

2) O PE FEPE é o único dos modelos de propagação concebido espećıficamente para

meios range–dependent. Nesse sentido pode superar as limitações de batimetria do SAFARI.

Por regra geral os casos de comparação com soluções modais pressentes no manual, ou na

bibliografia, revelam–se extremamente precisos, embora seja importante sublinhar que em

todos os casos apresentados a velocidade de propagação é considerada constante na coluna de

água e no fundo marinho. As comparações de TL entre o SOLAN e o FEPE mostram algumas

diferenças, sendo a percentagem máxima de erro da ordem dos 20 %. Estas diferenças podem

ser explicadas se tivermos em conta que o FEPE depende fortemente dos parâmetros de

discretização do meio, assim como do tipo de starter usado. A maneira mais eficaz para

obter um bom resultado consistiria em usar, à partida, valores pequenos de ∆z e ∆r em
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combinação com um grande número de coeficientes de Padé. Esta escolha implica, claro está,

um considerável esforço de cálculo ( ver Tabela N.??, na pag. 50 ), mas em compensação

representa uma solução optimizada, se tivermos ainda em conta que a versão presente do

FEPE não é definitiva, e que os testes revelam problemas de instabilidade ( ver por exemplo

a figura 4.11b, os resultados do FEPE com o Green Starter ).

3) A principal das vantagens no uso do FFP SAFARI radica fundamentalmente na

representação completa do campo acústico, porquanto a solução integral engloba a soma dos

modos e a parte cont́ınua do espectro de propagação. Neste aspecto o SAFARI supera os

outros modelos. Como mostram os diferentes testes, os resultados do SAFARI e do SOLAN

para grandes distâncias ( ver Figs. 4.15 e 4.17 ) coincidem perfeitamente em fase, embo-

ra existam pequenas diferenças de amplitude que podem alcançar o valor máximo de 3 %.

Estas diferenças só podem ser explicadas devido aos factores particulares de implementação

deste modelo. É indispensável sublinhar os problemas de ordem técnica derivados do uso do

SAFARI. Deve verificar–se em detalhe a convergência da solução, que depende dos valores

de kmin e kmax e da discretização correspondente do intervalo em k. A escolha dos diferentes

parâmetros depende fortemente da intuição f́ısica do programador. Considerando que o es-

pectro cont́ınuo da solução perde a sua importância à medida que o sinal acústico se afasta

da fonte, o KRAKEN pode oferecer uma alternativa mais simples para obter os mesmos

resultados que o SAFARI, nos casos que envolvem grandes distâncias ( ver igualmente as

figuras 4.18 e 4.19 ). O SAFARI consegue ser mais rápido que o KRAKEN nos casos de

TL versus range, mas nos casos de TL vesus depth a situação inverte–se. Isto é facil de

comprender, se repararmos que uma vez calculados os modos de propagação o tempo gasto

por KRAKEN no cálculo do TL depende apenas do número de pontos em r ou em z. No
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SAFARI o TL versus range encontra–se ligado ao cálculo da função de Green correspon-

dente, enquanto que no TL versus depth deve calcular–se uma função de Green para cada

valor de profundidade. O SAFARI revela–se assim como um modelo extremamente útil na

descrição do campo acústico na proximidade da fonte. Dadas as dificuldades relacionadas

com a convergência da solução, ou a discretização em r, resulta aconselhável estudar com at-

enção os casos do manual. Modificando os diferentes parâmetros, e analisando os resultados

correspondentes, pode ganhar–se confiança na aplicação do SAFARI no caso geral.

4) O RTM BELLHOP não permite considerar a variação da velocidade tanto no sed-

imento como no fundo marinho. Eis a razão pela qual não foi apresentado nenhum tipo de

comparação entre o cálculo de TL com este modelo e o TL de SOLAN. No entanto, como

mostram os gráficos do caṕıtulo 3, o BELLHOP permite obter uma representação direccional

do campo acústico na guia de onda, revelando aspectos do regime de propagação que pas-

sariam despercebidos com um modelo convencional. Por outra parte o tempo de cálculo dos

raios de propagação é comparável ao tempo gasto pelo KRAKEN quando usado no mesmo

caso. Desta maneira o BELLHOP representa uma alternativa interessante e eficaz, como

ferramenta de estudo duma grande variedade de problemas de propagação, sempre e quando

o perfil de velocidade usado pelo modelo não apresente variações bruscas de c(z).
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McGraw Hill, Madrid, 1989.

[34] Gray A. and Mathews G. B. Bessel Functions and their applications in Physics. Ed.

Inostrannaya Literatura, Moscow (in russian), 1953.

[35] Prudnikov A. P., Brytchkov Yu. A., and Maritchev O. I. Integrals and Series: additional

chapters. Ed. Nauka, Moscow (in russian), 1986.

[36] Samarskiy A. A. Theory of Differential Schemes. Ed. Nauka, Moscow (in russian),

1989.

[37] Ilin V. A., Sadovnitchiy V. A., and Sendov Bl. Kh. Mathematical Analysis I. Ed. by

the Moscow State University, Moscow (in russian), 1985.



Apêndice I

Comentários sobre Funções Especiais

I.1 As funções de Bessel

Por definição [33]:

Hn(1, 2)(x) = Jn(x)± iNn(x) , (A.I.1)

onde

Jn(x) =
∞∑
k=0

(−1)k(x/2)n+2k

k!Γ(n+ k + 1)
, (A.I.2)

J−n(x) =
∞∑
k=0

(−1)k(x/2)2k−n

k!Γ(k + 1− n)
, (A.I.3)

Nn(x) = lim
n→p

Jp(x) cos πp− J−p(x)

sin πp
, (A.I.4)

n = 0, 1, 2 . . .

e

Γ (α) =

∞∫
0

xα−1e−xdx , (A.I.5)

sendo H(1,2)
n (x) as funções de Hankel de primeira e segunda espécie, Jn(x) e Nn(x) funções de

Bessel de primeira e segunda espécie ( Nn(x) também é conhecida como função de Neumann

ou de Weber ), e Γ(α) a função Gama de Euler. Eis algumas fórmulas recorrentes [34]:

d
dx

(xnyn(x)) = xnyn−1(x) ,
d
dx

(xn−1yn(x)) = −x−nyn+1(x) ,
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com yn(x) = Jn(x), Nn(x) ou H(1,2)
n (x), e

x d
dx
yn(x) = nyn(x)− xyn+1(x) ,

x d
dx
yn(x) = −nyn(x) + xyn−1(x) ,

2 d
dx
yn(x) = yn−1(x)− yn+1(x) ,

d
dx
y0(x) = −y1(x) ,

2n
x
yn(x) = yn−1(x) + yn+1(x) ,

22
s

xn
yn(x) = yn−s(x)− syn−s+2(x) +

s(s− 1)

2!
yn−s+4(x)− . . .+ (−1)syn+s(x) ,

com yn(x) = Jn(x), Nn(x).

O comportamento assimptótico das funções de Bessel corresponde a:

Jn(x) ∼
√

2

πx
cos

(
x− nπ

2
− π

4

)
, (A.I.6)

Nn(x) ∼
√

2

πx
sin

(
x− nπ

2
− π

4

)
, (A.I.7)

H(1,2)
n (x) ∼

√
2

πx
exp

(
±ix∓ iπ

2

(
n+

1

2

))
. (A.I.8)

I.2 As funções de Airy

Por definição [32]:

Ai(z) = c1f(z)− c2g(z) , (A.I.9)

Bi(z) =
√

3 [c1f(z) + c2g(z)] , (A.I.10)

onde

c1 = Ai(0) = Bi(0)/
√

3 =
[
32/3Γ(2/3)

]−1
,

c2 = −Ai′(0) = −Bi′(0)/
√

3 =
[
31/3Γ(1/3)

]−1
,

f(z) =
∞∑
k=0

3k
(

1

3

)
k

z3k

(3k)!
, (A.I.11)

g(z) =
∞∑
k=0

3k
(

2

3

)
k

z3k+1

(3k + 1)!
, (A.I.12)

(
α +

1

3

)
0

= 1 ,
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Figura I.1: Funções de Bessel Jn(x).
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Figura I.2: Funções de Neumann Nn(x).
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)
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∀α e k = 1, 2, 3 . . ..
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Figura I.3: Função de Hankel H
(1)
0 (z) (Ref. [37] ).

Eis alguns integrais de produtos de funções de Airy [35]:

∫
y1y2dx = xy1y2 − y′1y′2 , (A.I.13)

∫
y′1y2dx =

1

2
(y1y2 + xy′1y2 − xy1y

′
2) , (A.I.14)

∫
y′1y
′
2dx =

1

3

(
y′1y2 + y1y

′
2 + xy′1y

′
2 − x2y1y2

)
, (A.I.15)

∫
xy1y2dx =

1

6

(
y′1y2 + y1y

′
2 − 2xy′1y

′
2 + 2x2y1y2

)
, (A.I.16)

∫
xy′1y2dx =

1

4

(
2y′1y

′
2 + x2y′1y2 − x2y1y

′
2

)
(A.I.17)

∫
xy′1y

′
2dx =

1

5

[
3

2
(xy′1y2 + xy1y

′
2 − y1y2) + x2y′1y

′
2 − x3y1y2

]
, (A.I.18)

onde yi(x) = aiAi(x) + biBi(x) e i = 1,2.
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Figura I.4: Função de Airy Ai(x) e a sua derivada.
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Figura I.5: Função de Airy Bi(x) e a sua derivada.
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Apêndice II

Métodos Numéricos usados nos
modelos de propagação

II.1 O método de Crank–Nicolson

Analisemos a seguinte ED [36]:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t) ,

onde

0 < x < 1 ,

0 < t < T ,

com condições:

u(x, 0) = u0(x) ,

u(0, t) = u1(t) ,

u(1, t) = u2(t) .

Introduzamos as malhas:

$h = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N} ,

ωτ = {ti = jτ, j = 0, 1, . . . , J} ,
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onde h = 1/N e τ = T/J . Aproximando a ED com ajuda de diferenças finitas podemos

obter o esquema diferencial:

yj+1
i − yji
τ

=
1

2
Λ
(
yj+1
i + yji

)
+ ϕji , (A.II.1)

onde:

ϕji = f(xi, tj+1/2) ,

tj+1/2 = tj +
1

2
τ ,

Λyi =
1

h2
(yi−1 − 2yi + yi+1) ,

com condições:

yj0 = uj1 ,

yjN = uj2 ,

y0
i = y(xi, 0) = u0(xi) .

Podemos reescrever a Eq.(A.II.1) na forma:

Aiŷi−1 − Ciŷi + Ai+1ŷi+1 = −Fi , (A.II.2)

onde:

Ai =
τai
2h2

,

Ci = Ai + Ai+1 + 1 ,

Fi =
(

1− τ

2h2
(ai + ai+1)

)
yi +

τ

2h2
(aiyi−1 + ai+1yi+1) + τϕi ,

ŷ = yj+1 ,

ŷ0 = u1(tj+1) ,

ŷN = u2(tj+1) .

O método de resolução da Eq.(A.II.2) encontra-se na segunda parte deste apêndice.
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II.2 O método de Galerkin

Analisemos a seguinte ED [36]:

d

dx

(
K
du

dx

)
+ r(x)

du

dx
− q(x)u = −f(x) ,

onde K(x) > 0, q(x) ≥ 0, u(0) = u(1) = 0 e 0 < x < 1.

Seja VN−1 um espaço de dimensão finita, com uma base
{
η

(N−1)
i

}
i = 1, 2, . . . , N − 1,

em que N representa o número de pontos contidos na malha $h:

$h = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, hN = 1} .

Como base de V(N−1) escolhamos as funções:

ηi(x) = η (x− xi)h i = 1, 2, . . . , N − 1 ,

em que:

η(s) =


0 s < −1, s > 1

1 + s −1 < s < 0
1− s 0 < s < 1

.

De acordo com esta definição:

dηi
dx

=


0 x < xi−1, x > xi+1

1/h xi−1 < x < xi
−1/h xi < x < xi+1

.

Procuremos uma solução aproximada uN−1 da ED da forma:

uN−1 =
N−1∑
i=1

yiηi ,

em que os coeficientes desconhecidos yi serão escolhidos de maneira a satisfazer a condição:

(AuN−1 − f, ηi) = 0 , (A.II.3)

onde

A =
d

dx

(
K

d

dx

)
+ r(x)

d

dx
− q(x) .
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Podemos escrever explicitamente a Eq.(A.II.3) na forma:

N−1∑
j=1

αijyi − βi = 0 i = 1, 2, . . . , N − 1 , (A.II.4)

onde:

αij =

1∫
0

(
K(x)

dηi
dx

dηj
dx
− r(x)

dηi
dx
ηj(x) + q(x)ηiηj

)
dx ,

βi =

1∫
0

f(x)ηi(x)dx ,

i, j = 1, 2, . . . , N − 1 .

Quando j 6= i− 1, i, i+ 1 tem-se que αij = 0. Se introduzirmos a notação:

ai =
1

h

xi∫
xi−1

K(x)dx− 1

h

xi∫
xi−1

q(x)(xi − xi−1)(xi − x)dx ,

b−i =
1

h2

xi∫
xi−1

r(x)(xi − xi−1)dx =

0∫
−1

r(xi + sh)(1 + s)ds ,

b+
i =

1

h2

xi+1∫
xi

r(x)(xi+1 − x)dx =

1∫
0

r(xi + sh)(1− s)ds ,

ϕi =
1

h2

xi∫
xi−1

f(x)(x− xi−1) +
1

h2

xi+1∫
xi

f(x)(xi+1 − x)dx ,

então podemos reescrever a Eq.(A.II.4) como um esquema diferencial standard:

1

h2
[ai+1 (yi+1 − yi)− ai (yi − yi−1)] + b−i

1

h
(yi − yi−1) + b+

i

1

h
(yi+1 − yi)− diyi = −ϕi ,

com condições y0 = 0, yN = 0 e de estructura semelhante à Eq.(A.II.2). Para o cálculo dos

yi podemos usar a relação recorrente:

yi = α̇i+1yi+1 + β̇i+1 ,

onde:

α̇i+1 =
Bi

Ci − α̇iAi
,
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β̇i+1 =
aiβ̇i + ϕi
Ci − α̇iAi

,

com α̇1 = β̇1 = 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, e:

Ai =
1

h2

(
ai − hb−i

)
,

Ci =
1

h2

(
ai+1 + ai + hb+

i − hb−i + di
)
,

Bi =
1

h2

(
ai+1 + hb+

i

)
.
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Apêndice III

Métodos para o cálculo das ráızes
duma função

III.1 O método de bissecção

Toda a função cont́ınua no intervalo [a, b] para a qual é válido que f(a) × f(b) < 0 deve

possuir, pelo menos, um zero no interior do mesmo intervalo. Consideremos um caso par-

ticular em que f(a) > 0 e f(b) < 0 e f(x) possui uma única ráız no intervalo em questão.

Construamos os intervalos [a, c∗] e [c∗, b] onde c∗ = (a + b)/2. Se f(a) × f(c∗) < 0 então

o zero da função deverá encontrar-se no intervalo [a, c∗], o qual pode ser novamente divi-

dido ao meio de forma a comparar a mudança de sinal nos extremos. Se, pelo contrário,

a mudança de sinal tiver lugar no intervalo [c∗, b], então dividiremos este último em duas

partes, determinando novamente em qual dos subintervalos acontece a mudança de sinal.

Seguidamente dividimos uma vez mais o subintervalo em duas partes e assim por diante.

Este procedimento ( o “enquadramento” do zero [37]) pode ser repetido tantas vezes quanto

o necessário, de acordo com os requisitos de precisão e a menos que f(c∗) = 0, o que significa

que encontramos “acidentalmente” o zero procurado.
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III.2 Método das aproximações sucessivas ( ou de it-

eração)

Consideremos o problema de determinar as ráızes da equação [37]:

x = F (x) . (A.III.1)

Para simplificar consideremos que no intervalo [a, b] existe um único zero e que absF ′(x) ≤

α < 1, ∀x ∈ [a, b]. Calculemos então:

x1 = F (a) ,

e

x̂1 = F (b) .

Se x1 ∈ [a, b] então podemos calcular por recorrência os valores:

xn+1 = F (xn) , (A.III.2)

que deverão convergir para a ráız da equação. Se x1 6∈ [a, b] então faremos x1 = x̂1 e podemos

usar novamente Eq.(A.III.2), tantas vezes quanto for necessário.

III.3 Método das cordas

Consideremos o problema de determinar a ráız ( única ) da equação [37]

f(x) = 0 , (A.III.3)

no intervalo [a, b], sendo f ′0(x) > 0 e não decrescente no interior do mesmo. Consideremos

as equações:

x = F (x) , F (x) = x− (b− x)
f(b)

f(b)− f(a)
. (A.III.4)
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Não é dif́ıcil ver que as ráızes das Eq.(A.III.3) e Eq.(A.III.4) coincidem, razão pela qual

podemos considerar que as equações dadas são equivalentes no intervalo [a, b]. Para resolver

a Eq.(A.III.4) podemos usar o método de iteração, fazendo x1 = F (a) e calculando os xn+1

com ajuda da Eq.(A.III.2). Pode demonstrar-se que a sucessão {xn} é não decrescente e

converge para a ráız da Eq.(A.III.3).

III.4 Método das tangentes ( ou método de Newton )

Para o problema exposto no aĺınea anterior consideremos as equações [37]:

x = F (x) , F (x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Façamos então

x1 = F (b) = b− f(b)

f ′(b)
,

e calculemos os xn+1, por recorrência, pela fórmula

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Uma vez mais pode demonstrar-se que a sucessão {xn} converge para a ráız procurada.
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